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1.- OBJECTE 1 METODE DE L'ESTUDI.

En relacié a la possible implantaci¢ de torns horaris
en el servei metropolita del taxi, es tracta de determinar
el nombre minim de taxis en circulacidé que garanteixi un
un nivell de servei suficient perquée la demanda no es des-
vii, aprecﬁblement, cap a d'altres modes de transport.

Evidentment, aquesta qliestid no admet una resposta
precisa, encara que només sigui per la gran quantitat
de dadeé de que caldria disposar i per la variabilitat
(temporal 1 espacial) inherent a aquestes dades.

Aleshores, ¢l que es pretén s obtenir uns instruments,

uns models matematics, que calculin la distribuci6 del temps

d'espera del taxi d'un usuari, en determinades hipodtesis.
De fet no cal determinar tota la distribucidé sind® només
alguns valors que siguin significatius, com la mitjana
i les probabilitats que el temps d'espera sigui superior
a cada un d'una certa llista de valors (hom ha adoptat,
concretament, d'acord amb els responsables del servei
a la CMB, els valors: 2, 4, 6, 8 i 10 minuts).

Les hipodtesis generals sén les segiients:

i) Es mantenen les actuals modalitats d'utilitzacio
del taxi.

ii> La demanda es manté com en 1'actualitat, és a
dir, la variacié del nombre de taxis al carrer no produeix
variacié de la demanda. | |

iii) es considera el cas d'un usuari que agafa el

taxi a la via puablica (82% en la realitatl).
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iv) Per a un cert periode i un cert punt de la Xarxa

viaria es considera una certa taxa d'ocupacidé, w, constant,

i que 1la probabilitat que un taxi vagi ocupat és indepen-
dent que en vagi o noc qualsevol altre.

v) Els taxis desfilen, a una certa taxa mitjana de
c cotxes/minut (constant per a un cert perfode i un cert
punt), per davant de 1'usuari i aquest agafa el primer
‘taxi lliure que passa.

vi) L'inici de 1'espera es produeix en un instant
qualsevol, a l'atzar.

vii) Hom negligeix la probabilitat que un taxi ocupét
quedi 1liure a un punt proxim a la persona que en busca
(aixo. tendeix a sobreestimar el temps d’'espera, especial-
ment quan la proporcid de taxis lliures és baixa).

viii) No es considera laﬁreséncia de possibles competi-

dors en la recerca de taxi (els efectes d'aquesta hipodtesi

s6n opostos als de 1la vii).

En aquestes condicions, la distribucié del temps que
ha d'esperar 1'usuari per trobar taxi depén dels valors
ipicials de w i c (wo i co) i del nombre de taxis que
es mantingui al carrer (que s'expressafé com a proporcio,
9., dels que hi ha actualment) i de la distribucio
dels intervals de separacid entre els taxis que desfilen
davant d'ell. Pel que fa a aquesta distribucidé hom ha

considerat tres hipdtesis:

I.- Interval constant i igual, per tant, a 1/c.
I1.- Interval amb una distribucio exponencial, de

parametre ¢ 1 de mitjana, per tant, igual a 1/c. La densi-
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tat de probabilitat que 1'interval sigui t és exp(-ct).
I11.- Interval constant, s, entre grups de taxis,

considerant que la distribucidé del nombre de taxis en

cada grup segueix una llei de Poisson de mitjana c.s.

almenys a priori,.
La hipdtesi I és la que admet,Yun tractament matematic

més senizill. La II correspon al sup0sit que la probabili-
tat que en un instant donat arribi un taxi és independent
del temps que fa que no en passa cap (procés sense memo-
ria); en principi, ha de tendir a donar probabilitats
més altes als temps d'espera grans. La III podria reflec-

tir 1'efecte regulador d'un sistema de semafors i
fa disminuir la dispersi¢ dels temps d'espera, sohre

tot per a valors alts de s.

Aixi doncs les tres hipdtesis constitueixen, en princi-

pri, un ventall en qué la hipdtesi I ocupa la posiciod

intermédia.

Amb cada una d'aquestes hipdtesis s'ha elaborat un
model (models I, 1I i III) que permet el calcul de la
mitjana del temps d'espera i de la probabilitat que

aquesta espera ultrapassi un valor donat, ti’ per a

cada terna {(w, c, %). Aguesta probabilitat es pot interpre-

tar també com a proporcid d'usuaris que esperen més de

t..
i

Els calculs han estat realitzats, amb cada un dels tres

models, per als 3 valors esmentats de ti i per a 9 parells

de valors (wo, co), les combinacions que es poden formar
amb 3 valors de w i 3 valors de c, en tota la gama admis-
sible de valors de 9 ( wo <= 9 <= 1). Els 3 valors esmen-

tats de Wo i Co s6n els valors extrems, inferior i supe-

- 4 -




rior, i el valor mitja observats?®). Per tal de facilitar

la consulta i interpretaci6é dels resultats, hom ha repre-
sentat graficament, per a cada parell (wo, co) la mitjana
del temps d'espera en funci6é de v, d'una banda ‘i, d'una
altra, en una sola figura, la probabilitat que 1'espera
superi ti ( per als valors 2, 4, 6, 8 i 10 minuts), tambeé
en funcid de 9.

Finalment, i per tal de comparar més facilment els
resultats fornits pels tres models, s'ha fet, per a cada
terna (wo, Co’ ti)vun grafic amb les proporcions d'espera
superior a ti, segons cada un dels tres models, en funcid
de 9 1, per a cada parell (wo, co) la mitjana del temps
d'espefa (segons els tres modelsy aixi mateix en funcid de
Tq.

En un annex s'exblora la incidéncia de la hipotesi
d'independ2ncia entre el fet gue un taxi vagi 1lliure

i el gue hi wvagin els que el precedeixen.-i segueixen.




2.- MODEL I: INTERVAL CONSTANT ENTRE TAXIS.

Siguin:
C la taxa vehicles/minut en la situacié actual
wo l'actual proporci¢ de taxis ocupats

L'interval, si és constant és igual a 1/co.
8i la proporcio de cotxes que surt al carrer és ¥,
aleshores la taxa de vehicles minut, ¢, 1 la proporcio

de taxis ocupats, w, seran:

c = Cc "
o}
w = wo/"l'[
I 1'interval: 1/c = 1/(c0ﬂ)

La probabilitat d'agafar el n-ésim taxi que passi

(O
V7]

w1 W)

(ja que han de passar n-1 taxis ocupats i1 el n-ésim ha
d'anar lliure).

El temps d'espera sera la suma del temps fins que
passi el primer taxi, u (se suposara una distribucid

uniforme a 1'interval (0,1/c¢l)}), 1 n-1 intervals de magni-

tud 1/c:
u + (n-1)/c
Per tant, el temps mitja d'espera sera:
n-1

. @X
t =u +2 (n-1w (1-w)/c =
n=4

- os) - @ -
1/¢2c) + (1-wc ¢ > nw 1o 7 w1
Nn=

Nn=4 4
) L .—1
= 2¢) ({1l-w>cC - S.).
1/{(2c) + {(1l-w)c (S1 52)
28] o
Amb S, = 2: nw" . (1-w) ~
6; nzA
B n-1 _ ~ 1
i S2 = ZT:-.AW (1-w)
Per tant
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1/(2¢c) + (1-wre Yec1-wy) 2o (1-w)”

t
i

= ¢ Yai-w Y - 1/¢20) =

(1+w) /(2¢c(1-w)) =

<ﬂ+w0)/[2coﬂ(ﬂ—wo>)

La probabilitat que el temps d'espera, t, sigui igual

O més gran gque un valor donat ti és:

p(t>=ti) = wn_l(1—w)p(u>=ti-(n—1)/c)
Nnz=A

fi t., - (n-10/c > 1/c, és a dir, si n<cti, aleshores

p(u>=ti—(n—1)/c)=0.

Si 0 «¢= ti -(n-1>/c <= 1/c, és a dir, cti <= n <= cti+1

aleshores p(u>=ti—(n—1)/c)=(1/c - [ti - (n-1)/cl}¥/(1/¢c)> =

=n - ct,
i

Si ti - (n-1)/c < 0, és a dir, cti + 1 < n, aleshores

p(u\=ti—(n—1)ﬂc) = 1
El valor de n tal que

ct, <= n <= ct, + 1
i i

és unic si Cti no es enter, perd hi ha dos valors que

cumpleixXen la condicid (cti i cti+1> si cti és enter.
Mes en aquest darrer cas la probabilitat p(u>=...) és

nul.la per a n = Cti’ Per la qual cosa si designem per

x . . . . .
n l1'"Gnic valor que compleix la condicid o el valor supe-

rior si n'hi ha dos , o sigui:

X
ct., ¢« n <<= cCct, + 1
i i

es pot escriure:
E S

- sp —
p('t>=ti) = (n”< - cti>wn l(1—w) + (1-w) Z wh
* * 1 * N4
= (n~ - ctgwn (1-w) = (1—w)wn /(1-w) =
x X
= Wl o Wl -1(1—w)(n* - cti) =

1

X
= Wi (1 + (1—w)(nx—cti>/w] =
X

] n _ * .
(wo/ﬂ) (1+(q wJ(n cotiﬂ)/woj

amb cti (' n «= cti + 1
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3.- MODEL Il:. INTERVAL ENTRE TAXIS DISTRIBUIT EXPONEN-

CIALMENT AMB MITJANA 1/cC.

En aquest cas el pas de taxis per davant d'un puni
donat és més irregular gue en el model anterior. La hipd-
tesi de distribucié exponencial és equivalent a la de
procés sense meméoria: la densitarn de probabilitat que
en un instant donat passi un taxi és independent del
tenps qite fa que n'ha passat un altre. Per tant, és com
si cada vehicle es comportés amb total independéncia
de tots els altres. AlxXd produeix una major dispersié
del temps d'espera. Adhuc en el cas que tots els taxis
vagin lliures ia mitjana del temps d'espera &s superior
a la que correspon en el model I, ja que no és 1/(2¢c) sind
Jjustament el doble: 1/c (paradoxalment, i a causa de
la "manca de memdria” del procés, la mitjana del temps
d'espera és igual a la mitjana de 1'interval de pas dels
vehiclesg).

Els temps d'espera. segons que s'agafi el primer taxi,

el segon, etc. es distribueixen segons lleis Erlang-i,

Erlang-2, etc. de mitjanes 1/c, 2/c,.... perqué aguests
temps s6n suma de 1,2,.. intervals distribuits exponencial -

ment. A partir d'aquesta consideraci6 i despreés d'un
tractament matematic una mica llarg hom pot trobar expres-
sions per al calcul de la mitjana i de p(tz=ti).

Perd es pot arribar al mateix resultat amb un tractameht
molt meés senzill si hom té en compte les consideracioans

qie segueixen.

La distribucié exponencial dels intervals de pas dels

g -




taxis correspon a un procés de Poisson; la probabilitat
gue passi un taxi en un interval dt és c¢.dt. Si la proba-
bilitat que un taxi vagi ocupat és w. aleshores la proba-
bilitat que passi un taxi lliure a 1'interval dt és
ccl-wddt, és a dir, el procés de pas de taxis lliures
és un proces de Poisson de taxa c(1-w), gue correspon
a una distribucid dels intervals entre taxis lliures expc-
nencial, de mitjana [c(l—w)]_l, i, per tant, de parametre
c(l-w) = co(ﬂ—w0>. Dit d'una altra manera, quan
un flux poissonia és bifurca a 1'atzar els fluxos sortints
sén poissonians amb taxes iguals a la taxa del flux en-
trant multiplicar per la probabilitat respectiva.

Per tant, la mitjana és:

t o= (c_(f-w >t
o 0 .

' Pel qgue fa a p( '=t;) és igual a F(t,» on F és la
funcié de distribucié de la 1llei exponencial que s'obté
molt senzillament, per integracié de la funcidé de densitat
de probabilitat r{t) = co<ﬂ—w03exp[—c0t(ﬂ-w03}:

p(t>=ti).= F(ti} = exp(-coti(ﬂ-wo)l

v,

A
3




4.- MODEL III: INTERVAL CONSTANT ENTRE GRUPS DE TAXIS.

Si 1'interval entre grups de taxis, s, és constant
i la taxa mitjana de cotxes/minut é&s ¢, aleshores el
nombre mitja de taxis a cada grup és sc.

La hipotesi adoptada és que el nombre de taxis a cada
grup es distribueix segons una llei de Poisson. Per tant,
la probabilitat que el nombre de taxis en un grup sigui
kK és:

pk = exp("sc>(sc)k/k!

Amb aquest model hom pretén tenir en compte el fendmen
d'agrupament dels vehicles que es produeix a causa d’'un
semafor o, senzillament, a causa del creuament d'un altre
carrer. Les hipotesis adoptades corresponen al cas en
qué cada s minuts hom retingués i després deixés passar
de cop tots els taxis que haurien arribat segons un proceés
poissonia, és a dir, amb intervals distribuits exponen-
cialment, com en el model iI. AiX0 fa disminuir la disper-
sid del temps d espera, meés com més gran sigui el valor de
3 (el que s'ha adoptat per fer els calculs és de 45 se-
gons, 0'75 minuts).

La probabilitat que tots els taxis d'un grup vagin
ocupats és wk i per tant la probabilitat que en un grup
qualsevol no hi hagi cap taxi lliure és:

3 = f?p wK =
ka0 k
Z.exp(—sc)(sc)kwk/k!
K=o .
exp(-sc) E% (scw)k/k!
o

exp( -sclexp(scw) = expl(-sc(i-w)]}

It

per tant, la probabilitat d'agafar un taxi en el grup
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n-ésim (la probabilitat que el primer taxi lliure sigui

del grup n-ésim) és:
g™ l1-8y
1 el temps cd'espera, si el primer taxi lliure és del

grup n-ésim eés:

u+ (n-1>s

on u és el temps fius que passa el primer taxi (distribu-

ci6é uniforme en l'interval 10,sl)).

El temps mitja d'espera é&s, doncs:

& n-1

£t = u +-§: s(n-1>¢(1-8>8 =
ne=A o o0
= 3/2 + s(1-R( Z:nun L. zf B 1, .
v A n=d
) -
- s/2 o+ S(1-B(C1-8) F-c1-80 1

(=71 4 BCr-my ) -

|
i

= s(1+3)/0M201-B>») =
= s(1+exp(—sc(1—w)]}/'2(1"exp[~sc(1—w)]})
Perdo -ac(il-w) = —sco(ﬂ—wo> i, per tant:

= /27 {1rexp(- - Y1}/ {1l-expl- (Y -w )
t (s/27{1-expl scO i W 1Y/ (1-expl( scq(m wo_)}
ILa probabilitat gue el ltemps d'espera sigui igual
0 més gran gque ti es:
, =2 n-1 . ) .
pito=t.,> = 5 B (1-Bplur=f, -(n-1)s)
1 n=A L

Si ti—(nul)s > 8, O sigui sin ¢« t,’s, p{ur=...>» =
L

Si 0 <= ti—(n~13sc= 5, és a dir, si
t./st=n ¢= 1+t./s
i i
aleshores p(u>=...) ={s—{ti~(n—1>s})/s = n - ti/s.
Finalment, si ti—(n—l)s<0, 0o sigui si n» 1+ti/s,
aleshores ptur=...) = 1.

El valor de n que compleix

ti/s (=1n ¢«<= 1 + t./s

;
4
|
1
i




'h=ti/s i n=1¥ti/s; perd per al primer d'aquests dos valors

p(u>=...)=0, per la qual cosa si hom designa per n* el

valor unic que compleix la condicié:

es

Amb B - exp["sc0<ﬂ~wo)] i amb ti «¢n o<1+ ti/s

E 4
ti/s < n = 1 + t./5

pot escriure:

x o0 x
= - * vt —1, 0 n -1 = <
D(t)wti) = (n ti/s)B (1-B8) + (1-13) E JE]

x - Nz r\*-f-'i
= " -t /508" Te1-gy « g*-

X

= gM (1 - (1—8)(Sn*—ti)f(85>7

|
:
!




5. CONCLUSTONS.

Els resul tats fornits pels tres models concorden notablemenﬁ,
tant pel que fa a la mitjana del temps d'espera com gquant
a les proporcions d'usuaris que han d'esperar més d'un cert
temps‘t. Aquesta concordancia indica que la influéncia de
la diétribucié dels intervals entre taxis no és important.

En canvi, {(vegeu ANNEX, pp. 16 i ss) el fet que la probabi-
litat gue un faxi vagi ocupat sigui o no independent de la
probabilitat que hi vagi el que el precedeix resulta ésser
molt rellevant. Perd la hipdtesi adoptada, de independéncia,
sembla prou ra&nable.

En definitiva sembla que els models emprats donen bones
indicacions sobre el comportament del sistema.

Per als wvalors mitjané de fa taxa vehicles/minut i de
la proporéié de taxis ocupats el nivell actual de servei
és molt alt i no es.deteriora sensiblement per a valors de
la proporcid de cotxes que surt al carrer (en relacidé a la
situacid actual) del 75%. En canvi si aquesta proporcisds des-
cendeix al 62'5%, la disminucidé de la qualitat de servei
(niesurada segons els parametres que hom ha fet servir en

aquest estudi) es fa Jja notable.




6.- NOTES.

1.- La industria del taxi hacia el futuro. Corporacio

Metropolitana de Barcelona, 1984, p. 60.

2 .- Segons Estudio de Ocupacidn de los Auto-taxis, Mavo

1985.

3.- Hom pot trobar una discussid sobre aquest punt a
Leconard Kleinrock.- Queueing Svstems. Volume I: Theory.

John Wiley & Sons, 1975, pp. 169 1 ss.
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ANNEX .

Impacte de la no independéncia de les probabilitats

que cada un dels taxis vagi ocupat.

En tots els models s'ha fet el suposit gue la probabi -

litat que un taxi anés lliure era independent que hi
anessin els altres.

Hom pot considerar que aquesta probabilitat depén
de si el taxi anterior va ocupat o va lliure. Aquesta
és la hipdtesi markoviana. Concretament, hom pot conside-
rar dos estats (0 i L, ocupat i lliure) 1 designar per
a la probabilitat que si un taxi va cocupat hi vagi el
segiient i per g la probabilitat que si un taxi va lliure
hi vagi el segiient.

Aleshores la matriu de transicidé entre estats és:

En els meodels I, ITI i I1: a=w i b=1-w.
Els valors d'a 1 de I no poden ésser qualssevol. D'una
banda, evidentment, cal que:
0O <= a <= 1
0 <= b <=1
Perd a més han d'ésser tals que les proporcions de
taxis ocupats i I;iures siguin precisament w i 1-w.
Per tant:

aw + (1-b(1-w) = w

- 16 -~




a = 2-b+(b-1)/w

da/db = -1 + 1/w > O ja gue w<l; és a dir, a creix
quan ho fa b El minim valor de a é¢és el que correspon

a b=0, o sigui:

(valid per a w>=1/2).

Hom pot adoptar, a tall d'exemple, w0=0'574, b=0 i
aleshores a=0'258.

Amb aquests valors ia probabilitat‘que un taxi vagi
ocupat si hi anava l'anterior és més baixa que la conside-
rada fins a aqui, en elis tres models. També és més baixa
la probabilitar qgue un taxi vagi 1lliure si hi anava ! 'an-
terior.

La matriu, en aquest exemple és

0'258 .0'7A2
1 0
i a partir d'ella és possible calcular les probabilitats
que, si un taxi va ocupat, el primer que wvagi lliure
sigui el primer, segon, etc. dels que el segueixXxen. Apro-

xXimadament aquestes probhabilitats soéon:

fl = 0'742
f2 = 0'191
f3 = 0049
f4 = 0'014
f5 = 0'004

Quan un usuari decideix buscar un taxi pot agafar

el primer (la probabilitat coincideix amb la probabilitat

que un taxi qualsevol vagi lliure: 1-w=0'426 en 1'exemple):

si no agafa el primer (probabilitat w=0'574) agafara

el i-ésim amb probabilitat w. i -

- 17_




' En definitiva, les probabilitats d'agafar el ler,

Zdn,.. taxi so6n, respectivament:
0'426
0'426
0'110
0'028
0°'008
0'002
Forga diferents, per cert, de les corresponents a
la hipotesi d'independéncia ¢ w" l{1-w)y:

0'426

0'245

0'009

0'005

0'003

0'002
0'001
Enn la hipdtesi d'interval constant de 1 minut el temps ' |
mitja és de 1'85 minuts (model 1) front a 1'27 minuts
en la hipdtesi ara cousiderada.
Les probabilitats de temps d'espera superiors a uns _‘ﬂ
certs valors prefixats resulten també apreciablement -

diferents:




Model 1 Markov

pt>=2) 0'148 0329
p(to=24) 0'040 0'108
pPCr>=6)> 0 0'035
p(t:=8) 0 0'011
p(rt:=10) 0 0'003

_Per tant les desviacions en la hipotesi adoptada en
els models I, I 1 IIT (d'independéncia) tenen un impacte
considerable sobre els resultats. Les dades disponibles
no permeten la verificacié de si ia realitat es comporta
d'acord amb la hipdtesi; tanmateix aquesta sembla prou
racnable perqu¢ els resultats obtinguts a partir d'ella

es puguin prendre com o base de conclusions.
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