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RESUMEN

Los problemas de localizacion en redes conforman una tipologia de problemas extensamente tratados
en la literatura desde el trabajo doctoral de Hakimi [3]. No obstante, se ha prestado poca atencion a
los problemas localizacion multiple en ciudades, donde los posibles emplazamientos pueden estar en
cualquier punto de la red. En el presente estudio se investigan los modelos y procedimientos existentes
en la literatura para la resolucion de estos problemas y se comparan con la mas extensa bibliografia
sobre problemas generales de localizacion en redes.

1. Introduccion.

La teoria de localizacion se preocupa por los problemas cuyo objetivo es seleccionar la mejor
localizacion de uno o mas servicios en una region concreta, tales como centros de compra,
estaciones de bomberos, fabricas, centros de recogida, aeropuertos, almacenes, etc. Aspectos
fundamentales cuando se pretende solucionar un problema de localizacion son el modelo de la
region en la que se pretende localizar, que influye en la estructura matematica que tendra el
problema, y el objetivo del problema. Es por ello que la literatura es dispersa y dependiente de
donde (en el plano, en una red, en una via de comunicacion, etc.) y como se pretende localizar
(establecer un centro o varios, cubrir la demanda de servicio, etc.)

El presente trabajo se centra en los problemas de localizacion en que la region donde localizar
un servicio puede ser representada como una red (ciudades, vias de transporte, etc.)

2.  Clasificacion de problemas de localizacion en redes.
Clasificaremos los problemas de localizacién en redes mediante tres caracteristicas:

e La localizacion potencial de los centros estd restringida a los vértices, o bien también
puede localizarse en cualquier punto de la red.

e La demanda esta localizada en puntos discretos, los vértices, o bien se encuentra
distribuida en los arcos.

e La funcién objetivo que se pretende optimizar; puede ser: (a) minimizar el coste total
de servicio a todos los puntos de demanda, (b) minimizar el coste maximo de servicio
del punto de demanda méximo o bien (c) el cobertura de todos los puntos de demanda
con coste minimo.

Una combinacion de las caracteristicas del problema dara lugar a un tipo de problema, por

ejemplo en el caso de minimizar el coste maximo, distancia, de servicio al punto mas
desfavorecido de demanda, nos aparecen cuatro tipos de problemas:
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Problema de localizacion de un centro (en inglés center) o mas de un centro (p-center)
consistente en encontrar un vértice, o vértices, que minimice la distancia entre el
vértice mas alejado de su localizacion mas cercana. En este caso tanto el conjunto de
posibles localizaciones, como el conjunto de puntos de demanda esta confinado a los
vértices de la red.

El problema de localizar el centro general (en inglés general-center), en que se busca
un vértice, o vértices, de la red cuyo punto mas lejano de la red sea lo mas cercano
posible. En este caso, aunque los posibles emplazamientos estan limitados a los
vértices, la demanda esta distribuida entre los arcos.

El problema de localizar el centro absoluto (en inglés absolute-center) de una red,
consistente en buscar cualquier punto, o puntos, cuyo vértice mas alejado esté tan cerca
como sea posible del punto escogido mas cercano a ¢él. En este caso, los
emplazamientos pueden ser localizados en cualquier punto de la red, pero la demanda
esta asociada a un vértice.

Y finalmente, el problema de localizar el centro general absoluto (en inglés general-
absolute-center) en una red, consistente en buscar un punto, o puntos, cuyo punto mas
alejado en la red esté tan cerca como sea posible. En este caso, tanto la demanda como
los posibles emplazamientos pueden encontrarse a lo largo de todos los arcos de la red.

Analogamente, pueden definirse los mismos problemas (simple, general, absoluto y general
absoluto) para otras funciones objetivos como la minimizacion del coste total con todos los
puntos de demanda, denominado mediana (en inglés median) y de cubrimiento, o cubrimiento
maximo, de la demanda (en inglés covering).

Problemas de localizacion en Redes

Localizacion en Vértices Localizacion no restringida
1
Demanda Demanda Demanda Demanda
Veértices distribuida Vérices distribuida
Ad
v
MINMAX MINMAX MINMAX MINMAX
Coste Coste Coste Coste
MINSUM MINSUM MINSUM MINSUM
Coste Coste Coste Coste
MAX MAaX MAX MAX
Cubr, Cubr. Cubr. Cubr.
SIMPLE GENERAL ABSOLUTO GEN. ABS.

Figura 1: Esquema de la clasificacion de los problemas de localizacion

Otras clasificaciones mas completas expuestas para problemas de localizacion en redes, que
incluye otras caracteristicas como condiciones competitivas o localizaciones sujetas a colas en
el servicio a los clientes, pueden encontrarse en [16] y [17]. Para una clasificacion completa
que incluye problemas en el plano o discretos ver [6].

2.1

Conceptos matematicos de localizacion en redes.

Antes de entrar en un estudio riguroso de los diferentes tipos de problemas a considerar, son
necesarias algunas definiciones sobre puntos y arcos y las diversas distancias en una red.
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Una red N (de network en inglés) estara formada por un conjunto finito de vértices (Z,.., n) y
un conjunto de arcos que unen dos vértices, denotado por la pareja de vértices que une (i,j),
con una longitud asociada a(i,j)>0 y cardinalidad m. El f-punto de un arco (i,j) denota el punto
del arco (i,j) separada fa(i,j) unidades de distancia del vértice i y (1-f)-a(i,j) del vértice j. El 0-
punto de (i,j) es el vértice i y el I-punto de (i,j) es el vértice j.

Los puntos que no son vértices son denominados puntos interiores. Si X denota el conjunto de
todos los vértices y P el conjunto de todos los puntos del grafo, P-X es el conjunto de puntos
interiores.

Se define d(i,j) como la longitud del camino mas corto a través de los arcos del grafo entre el
vértice i y el vértice j y a D como la matriz, de dimension n-n, de distancias entre parejas de
vértices, denominada matriz de distancias vértice-vértice, y calculable a partir de las
longitudes de los arcos a(i,j) y un algoritmo para el calculo de caminos minimos entre parejas
de vértices, tales como el algoritmo de Floyd o de Dantzig.

De forma paralela, se define d(f-(r,s),j) como la longitud del camino mas corto entre un f-
punto en el arco (r,s) al vértice j, denominada distancia punto-vértice. Si el arco (7,s) es un
arco no dirigido, esta distancia es la menor de las dos siguientes:

e La distancia entre el f-punto al vértice » mas la distancia entre el vértice r y el vértice j.
e La distancia entre el f-punto al vértice s mas la distancia entre el vértice s y el vértice j.

Otra métrica interesante es la distancia del camino minimo entre un vértice j y cualquier punto
del arco (r,s). Para un punto del arco (7,s) esta distancia tiene un maximo. Esta distancia
maxima desde un vértice j a cualquier punto del arco (7,s) se denota como d’(j,(r,s)) y se
denomina distancia vértice-arco. Se puede definir una matriz D’ de dimension n-m, cuyo j,k-
ésimo elemento es la distancia vértice-arco entre el vértice j y el arco k.

La distancia punto-arco d’(f-(r,s),(t,u)) equivale a la distancia entre el f~punto de un arco (7,s)
y el punto mas lejano del arco (7,u).

En el cuadro siguiente se muestra un resumen de las medidas explicadas anteriormente:

Simbolo Nombre

a(ij) Longitud arco

d(ij) Distancia vértice-vértice VV
d(f-(r,s).j) Distancia punto-vértice PV
d'(,(r,s)) Distancia vértice-arco VA

d'(f-(r,s),(t,u)) Distancia punto-arco PA

Tabla 1: Resumen de medidas de distancia

Adicionalmente, es posible definir una serie de distancias adicionales, utilizadas en la funcion
objetivo de los problemas:

ClO 2002 METODOS CUANTITATIVOS EN ORGANIZACION INDUSTRIAL


luisolla
CIO 2002                                 MÉTODOS CUANTITATIVOS EN ORGANIZACIÓN INDUSTRIAL                                      643


Simbolo Nombre

MVV(i) Distancia maxima entre un vértice i y cualquier vértice

SVV() Distancia total entre un vértice y todos los demas vértices

MPV(f~(r,s)) Distancia maxima entre cualquier vértice desde un f-punto del arco (r,s)
SPV(f-(r,s))  Distancia entre todos los vértices y un f-punto

Tabla 2: Resumen de las medidas de distancia utilizadas como funcion objetivo

De forma similar puede definirse MVA(i), SVA(i), MPA(f-(r,s)) y SPA(f-(r,s)) tomando el
maximo o la suma de todos los arcos, en vez de todos los vértices.

Dadas todas las definiciones de distancia, maxima y suma, podemos definir los problemas en
consideracion, excepto los problemas de cubrimiento.

El centro (center) de una red N es el vértice x con MVV(x) minima.
El centro general (general-center) de una red N es el vértice x con MV A(x) minima

El centro absoluto de una red N es un f-punto de cualquier arco (7,s) de la red tal que MPV(f-
(r,s)) sea minimo.

El centro general absoluto de una red N es un f-punto de cualquier arco (7,s) de la red tal que
MPA sea minimo.

Las definiciones de mediana, mediana general, mediana absoluta y mediana general absoluta
son analogas a las anteriores excepto que las operaciones de maximizacion [esto es, MVV(i),
MVA(i), MPV(f-(t,u)) y MPA(f~(t,u))] son substituidas por las operaciones de sumatorio [esto
es, SVV(i), SVA(i), SPV(f-(t,u)) y SPA(f-(t,u)].

Analogamente, se define un problema de cubrimiento maximo como dada una red y una
distancia maxima de cubrimiento, encontrar un emplazamiento que maximice el numero de
unidades que puedan ser servidas. También puede plantearse el problema de cubrimiento,
aunque en el caso de una instalacion no tiene sentido y por tanto sera tratado en la seccion
siguiente.

2.2 Procedimientos de resolucion.

Para la localizacion de una unica instalacion en una red, la resolucion se basa en
procedimientos enumerativos. Para los problemas de centro, mediana, centro general y
mediana general, es suficiente con evaluar el conjunto de vértices con su funcion asociada.
Para los problemas de centro absoluto, centro general absoluto, mediana absoluta y mediana
general absoluta, se debe encontrar el f-punto para cada arco optimo local en ese arco y
escoger entre los dptimos locales el dptimo global.

3.  Problemas de localizacion de mas de una instalacién.
Los problemas anteriormente tratados pueden ampliarse al caso general en que no es necesario
encontrar el emplazamiento sino mas de uno de ellos. Adicionalmente, aparecera otro

problema lateral que es el de asignacion, consistente en repartir la demanda entre las diferentes
instalaciones ampliadas, aunque este problema bajo la hipotesis de no-congestion de las
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instalaciones por parte de los demandantes de servicio, como seria el caso por ejemplo de un
buzén pero no de una oficina de correo, se limita a asignar la demanda a la instalacion mas
cercana segun la medida de distancia utilizada. En estos problemas, la distancia con los
centros de servicio de un demandante se considera como la distancia con la instalacion mas
cercana.

Para denominar a un problema aparece un parametro adicional; asi el problema de localizar
dos vértices que minimicen la distancia del vértice mas alejado de ellos es conocido como el
problema 2-centro, y genéricamente se denominan problemas p-centro. Analogamente se
define el problema, p-centro general, p-centro absoluto y p-centro general absoluto, y sus
equivalentes mediana.

En algunos casos, pero, los problemas no consistiran en encontrar un numero definido de
localizaciones que minimicen las distancias méaximas o la suma de distancias, ponderadas o
no, sino que se presentaran problemas donde se pretende maximizar el nimero de clientes que
son servidos desde un nimero de emplazamientos definido o bien encontrar el niimero minimo
de emplazamientos y su localizacion para cubrir el servicio requerido por todos los clientes.
Estos problemas son conocidos como el problema de cubrimiento maximo, en inglés maximal
covering, y de cubrimiento, en inglés covering. Las instancias de ambos problemas quedan
definidas mediante los datos necesarios para un problema de localizaciéon de un centro o una
mediana en el caso ampliado de ponderacion de la demanda y una distancia maxima de
cubrimiento.

Por tanto un problema de p-cubrimiento maximo se define como dada una distancia r de
cubrimiento; hallar p emplazamientos maximizando la demanda que se encuentra a menos de
una distancia » de las p localizaciones, mientras que el problema de cubrimiento se define
como dada una distancia » de cubrimiento, hallar el minimo numero de emplazamientos y su
localizacion tal que el punto de demanda mas alejado de su instalacion mas préoxima no supere
la distancia 7.

En los siguientes apartados se presentara la formulacion matematica* de los problemas p-
centro, p-mediana, de cubrimiento y de cubrimiento maximo, para mostrar finalmente los
procedimientos utilizados para su resolucion.

Bibliografias mas extensas pueden encontrarse en el libro de Handler y Mirchandani [7] y los
estados del arte presentados [1], [5], [16] y [17]. A nivel computacional los trabajos de Kariv y
Hakimi [10] y [11] contintian siendo una buena referencia para muchos de los problemas.

3.1 Formulacion matematica.

Un problema p-center puede formularse mediante:

[MIN] F(x), ()
sujeto a: ‘X \ =p, X c posibles emplazamietos (II)

Dénde F(X) es el minimo de la funcién de distancia ponderada utilizadas entre los

" La formulacion que se utiliza es general y aplicable para todos los casos, tanto el simple como el general, el
absoluto y general absoluto.
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demandantes y cualquiera de las localizaciones medidas con una distancia vértice-vértice,
punto-vértice, vértice-arco 6 punto-arco; siendo X el conjunto de posibles emplazamientos es
cualquier vértice (XcV) 6 cualquier punto del grafo (XcP)t.

Un problema de cubrimiento puede formularse como:

[MIN] |X| (1)
sujeto a : F(X)<r )
X < posibles emplazamietos )

Y un problema de cubrimiento maximo como:

[Max] > w, V1)
d(y,X)sr
sujetoa : X c posibles emplazamietos i)

Donde d(y,X) es la métrica de distancia utilizada y w, el peso ponderado equivalente a la parte
del arco cubierto o bien al peso poderado del vértice.

Dadas las formulaciones del problema p-centro y el problema de cubrimiento puede verse la
relacion entre ambos problemas. Dada la solucion optima de un problema de p-centro cuyo
valor de funcién objetivo es 7, la solucién optima del cubrimiento cuya distancia de servicio es
7 es la misma. Algunos procedimientos de resolucion del problema de p-centros utilizan un
procedimiento iterativo de resolucion de problemas de cubrimiento con valores de » cada vez
mas acotados [13], [14] y [15].

La formulacién matematica de un problema p-mediana es:
v] T Fox) I
VX
sujeto a: ‘X ‘ =p X C posibles emplazamietos (1X)

Dénde  F(X) vuelve a equivaler a la distancia del problema utilizada y los posibles
emplazamientos a la definicion del problema.

3.2 Procedimientos de resolucion.

Los procedimientos mas usuales de resolucion de localizacion multiple en redes se basan en
dos enfoques:

e Basados en la discretizacion del problema y su resolucion en su vertiente discreta.
e Basados en la utilizacion de propiedades geométricas del problema.

Los procedimientos de discretizacion se basan en hallar un conjunto minimo de puntos en el
grafo (tanto vértices como puntos interiores) que incluyen las localizaciones de una solucion
optima. Por ejemplo, en el caso de localizar p centros en vértices con demanda asociada a los

T Recordamos que V es el conjunto de todos los vértices y A es el conjunto de todos los puntos del grafo,
incluyendo vértices.
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vértices, el conjunto finito dominantei de puntos donde se pueden hallar las p localizaciones
es precisamente los vértices del problema y se puede formular un problema discreto analogo al
de la red, un ejemplo de conjunto finito dominante se puede ver en [2] y [4] para el problema
p-mediana absoluto.

La teoria sobre conjuntos finitos dominantes es extensa y particular para cada uno de los
problemas a tratar. Revisiones generales de conjuntos finitos dominantes pueden verse en [8],

91y [18].

En el caso de procedimientos geométricos, se basan en diferentes procedimientos provenientes
de la geometria computacional. Un ejemplo es el uso de diagramas de Voronoi, un
superconjunto de diagramas que permiten describir “zonas de influencia” y delimitacion entre
diversos elementos geométricos, como puntos y rectas, dada una funcion de distancia, ver
[12]. Otro procedimiento es la subdivision del problema en problemas mas sencillos de tratar.
Por ejemplo en el caso 2-centro, el procedimiento consistiria en encontrar las m* soluciones
6ptimas localmente que se concluyen de la resolucién de m* problemas donde se limita los
emplazamientos a un unico emplazamiento en cada pareja de arcos (siendo una de ellas
solucion optima ya que en caso que los dos emplazamientos estuvieran situados en el mismo
vértice, éstos corresponderian a los dos vértices, siendo uno de ellos representable como el 0-
punto o I-punto de uno de los arcos incidentes en este vértice comun).

Finalmente citar que las redes con forma de arboles, aquellas redes sin ciclos, tienen
procedimientos distintos y mas eficientes de resolucion.

A continuacion se hace una breve descripcion de la aplicabilidad de los modelos presentados
en el caso de la localizacion de areas de aportacion en la recogida de residuos urbanos.

4. Problemas de localizacion de mas de una instalacion.

El caso en que se encuadra la localizacion de areas de aportacion es del tipo continuo absoluto
en grafos donde el grafo queda definido como un conjunto de arcos, los tramos de calle entre
dos cruces, y un conjunto de vértices, los cruces entre los tramos de calle.

La demanda, en este caso equivale a la poblacion se encuentra distribuida entre los arcos,
mientras que los posibles emplazamientos pueden ser tanto puntos interiores del grafo como
vértices.

Las clases de problemas encontrados en la localizacion de areas de aportacion se dividen en
dos. En el primer caso, el problema consiste en localizar un nimero de areas de aportacion fijo
optimizando un criterio. Este problema equivale a los problemas p-centro y p-mediana si se
pretende minimizar al usuario mas desfavorecido o la suma de distancias ponderadas entre
todos los individuos. En un segundo caso y dado un factor de calidad de servicio,
normalmente presentado en metros, se pretende minimizar el nimero de areas de aportacion
necesarias para que ningun ciudadano tenga que recorrer mas distancia que la fijada por la
calidad de servicio. Este problema es equivalente al problema de cubrimiento.

Los procedimientos de resolucién de problemas multi-localizacion para los casos citados (p-
centro general absoluto, p-mediana general absoluta y cubrimiento general absoluto), han sido

* Del Inglés “finite dominating set”
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poco tratados en la literatura, donde cabe resaltar los trabajos de Tamir [13], [14] y [15].
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