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1. CONSIDERACIONES FREVIAS

La rescluci dn de muchos problemas combinatorios puede reducirse a
la basgueda de un camino dptimo (minmimo o méximo) entre dos
vértices especificos en un grafo valorado en los arcos of/y en los
vértices., Entre dichos problemas cabe citar: el problema MONDEN,
@l problema del viajante de comgroio (TEF), el equilibrado de
lingas de montaje, ebtc. For otra parte dichos problemas (v el
grafo  ascociado) admiten dos procedimientos  (que  puesden  estar
estrechamente relacionados) s

procedimiento G consistente en la obtencidon rapida de una

solucidn hewrdistica (generalmente "greedy") razonablemsente
buena, s decir prodima a la solucidn optima,

procedimiento K consistente en la obtencidn de una cota
{inferior en 2l caso de bdsqueds de un minimo) de los cami-
nos  entre un vértice cualguiera del grafo v ‘uno de  los
vértices especificos,

En estas condiciones 28 posible la aplicacidn del BDF ("bounded
dynamic progeanning’) gue reduce considerablemente el volumen vy
tiempo de cdloulo de la solucidn dptima respecto a los  métodos
tradicionales de determinacidn de caminos extremos en los grafos.

1.1, Comentario.

Eriste una aplicacidn bivectiva entre el proceso de cons-
trucoidn de un camino del grato v el de construccidn de una
solucidn posible del problems combinatorio, el vértice E
estd asocliado al dindcio de la construccidon v @l 8§ & la
hispoenibilidad de  wama solucidn completa. Dicha solucidn
tisne un valor igual al del camino elegido para ir de E a B.
En un TP con 20 cludades los caminos entre E v 8 pueden
representar las 19! peroutaciones circulares de las 20 ciue
dades.

For  tanto BDF serd posible en la medida en que la  solucddn
el problemsa combinatorio pueda construirse progresivamente
y pusdan aplicarse procedimientos del tipo 8y K.



Afdemas de existir varios caminos, tal ver muchos, entre E vy
5 (tantos como scluciones posibles del problema  combinato-
rio), dado un vértice 1 del grafo, btambidén edistirdmn varios
caminoes posibles de E & i vy varios de 1 a 8. En principio
curado en el proceso de edploracidn del grafto alcancemos el
vertice i, los caminos de E a i habrén sido detenidamente
considerados v dispondremos del mejor de ellos asociado  al
meior valor. Log caminos de 1 a 8 no habréan sido esplorados
todavia, pero el procedimliento B nos proporcionarad wna coba
de su valor.

En el ejemplo TEF con 20 ciludades un vértice 1 correspondersd
a los camincs hamiltonianos con k4l de las 20 ciudades (la
tomada como origen arbitrario, A, v bk explicitamente defini-—
clas  mds,  de las cuales una, X, se considerard en  forma
eepecial). El  camino daptimo de E a i s la  imagen del
caming  hamiltoniano de  menor valor gue pasa por dichas
ciudades con el origen arbitrario en el extremo inicial v X
ert &l exhremo final. Los siguientes de i corresponden a
afadivr  una ciudad mas de las 19—k gue guedan (81 k3193 i
=219 el unico siguiente ez 8, gue corresponde a afladicr la
ciudad A para cerrar el cirowito). Un arco (4,32  tendré
asgociado wn valor correspondiente a la distancia desds X
Masta la nueva ciudad final del camino hamilitoniancoc.  Los
caminos de 1 oa 8 son la imagen de los caminos  hamiltonianos
gue pasan por 21 - k ciuwdadess (las 19-k no tenidas en cuenta
anteriocrmente méds X v A) v que empiezan en X vy terminan en
A, Dichos caminos no haberan sido evaluados detenidamaente v oa
traves  del procedimiento B obtendremos unsg cota inferior de
sy valor.

Un mdsmo problema combinatorio puede estar asocliado & dife-
rentes  gratos, ogue dependerdn de la forma de . concebir  1a
construccion de soluciones.

Bl formato del problemsa v el del grafo debern  admitir sl
Frincipio de BELLMAM:  si el camino dptimo de E a 8 pasa por
iy los tramos Fi e 18 son éptimos considerando los  caminos
de B a i oy de i a 8§ respectivanente.

las posibles dificultades gue acechan song

-~ la no disponibilidad explicita del areafo, definido
implicitamente a través de uwnas reglas,

= @]l mdmero desmesuwrado de vértices v gaminos del mis-—
{1100 gue  dmpiden  su enumeracidn v la utilizacidn de

alagoritmos  de caminos mininos basados  en iteraciones
gdbaunativas,




2 FORMATO DEL BRAFD MONDEN.

El grafo 6 asociado al problema MOMDEM, &l gue hemos aplicado con
éxito BDF, posee las sigulientes oropledades:

gl gl ografo es orientado, valorado en 1os arcos v osin
bucles ni circuditos,

a2 siste wun vértice Gnicm F osin orecedentes v un véertice
unico 8 sin siowientes,

g todos los caminos de B oa 8 tienen exactamente el Ml Smo
mamero U de arcoe,

Ern consecusncia podenos asociar niveles a los vértices del arafo.
i asionamos 2] nivel 0 al vértice E. 8 tendrd el nivel U v todos
los arcos {(i,14) wnirdn un vértice de nivel k con obtro de nivel
frl

En lo gue sigue consideraremos dque el grafo asociado al problema
combinatorio gue pretendemncos resolver satisface las condiciones
anteriores v gue buscamos wun camino minimo. Llamaremos adi,j) al

valor asociado &l arco (1,37.

3. PODADO DEL GRAFO

Bea 0 la mejor scolucidn obtenida en el problema  combinatorio

madiante un procedimiento hewrdsticn. Sea i wun vertice del gratfo
e nmivel k¥ O v osesa viil) el valo acumulado & lo large de o oun
caming minime desdes E hasta 1.

Fodadeo 1: Dado un vérbice o de nivel k si
vi{i)y & 20

los caminos  gue pasan por i o pusden conduacir & un valor
mejor  gue 203 por tanto no es necesario considerar  dichos
caminops, &l vértice 1 puede sliminarse de 6 asd  como los
arcos oue ingciden en el.

Sea cf{i) una cota inferior del valor de los caminos del grafo gque
uner 3 con 8,

Fodade 22 Dado un vertice i de nivel k =i
vil) + ofi) & oz0

los  caminos gue pasan por i no pueden condueir a uwn valor
mejor  gue 203 por tanto no es necesario considerar  dichos
caminos, el vértice 1 pueds eliminarse de § asi como los
arcos que inciden en él.

Aplicando los podados anteriores algan véerbice pueds auedar "ool -
gado” (o conectado a EY 1o gue permite eliminarlo tambidén,



-

Fodado J: Todo vértice § de § distinto de E gue en virtud de los

-

podados 1, 2 y/o 3 guede sin precedentes o siguientes pusde
gliminarse de 6 asi como todos los arcos que inclden en él.

4, FROCEDIMIENTO BDF

El procedimiento BDF construye progresivamente el grafo procuran-
do  gensrar explicitamente s6lo agquellos vértices del mismo por
los  gue potencialmente puede pasar el camino  dptimo, 1o gue
reduce considerablemente la porcidn descrita v edplorada deld
grafo.

FaBE 1 - Hacer k=0, generar B oy situarlo sen la liste ARIERTOS.
Fomer @l puntero de E hacla By v(E) = 0
Drear la listsa CERRADOE vacia
Calcular o (E)
81 wiE) o+ giE) =

(el valor dptimo es 20)

nivel en cwso, tomsr un vértice de ARIERTOBR de

FARE 2 — Bea 1
} i hay alguno ir a FASE 4, si1 no hay ninguno hacer

ke
%

FAGE 3 - i no hay ningan vértice en ARIERTOS de nivel k FIM (el
valor dptimo es =0), en caso conbrarios

8i k= U FIM, =l dnico vértice a este nivel s el
vértice 8 v gl valor v(8) es el dptimo buscadop median—
te los punteros construimos regresivamente sl  camino
aptime
i kaU tomar un vértice cuslquisra en ARIERTOE de nivel
e ir & FABE 4

FASE 4 -~ Sesa 1 el vértice tomado de nivel L8 generar sus
siguientes GG v pasar 1 a CERRADODS con su puntero

FASE & - 81 6() ss vacio volver a FASE 2, en caso contrario
tomar wy vérticse iy, § & GG

FAGE 3.1 — Calcular
widy = v{i) + adli,j)
Bi ow(j) &2 20 sliminar j de Gi1), ir a FABE 9
FagE 5.2 -~ Calcular o)

i w(i) + () & 20 eliminar J de Gd), ir a FABE 5



FASE 5.3 -~ Buscar si J habia sido generado va v esta  en
ABIERTUS
FASE S.3%.1 ~ 8i estd comparar wi(i) con v{j
gi wii) & v{i) eliminar Jj de GY, i & FABE 3

ai wiji) <  v{i) substituwir en ABIERTOS v{(j) por

wii) vy poner @]l puntero de i orientado hacia
iy, eliminar Jj de GBd) e ir a FABE &

FASE S9.3.2 — 8i no estd, poner j en ARIERTOS asociado

al wvalor vijy=w(i) v poner el puntero de § dirigido
hacia iy eliminar j de G{i) e ir a FABE 3.

4.1. Comentario
Seria posible alterar FABE I v FASE 4 para exuplorar a lo

largo v no a lo ancho usando al pasar del nivel & al k+l el
vdrtice de nivel kb en ABIERTUS con mejor evaluacldn (menor)

vii) + i), En consecusncia habria gue buscar =i oun vértice

ae  habia generado va tanto en ABIERTOS como en CERRADOSB
retocando (propagando) ., i procede, los valores a lo largo
de los caminos existentes mediante los punteros (que debe-
ridan ser de doble direccidn).

El mumero de vértices gue aparecen edplicitamente en  las
Listas es funcidn de dos factores:

- la bondad de la solucidn inicial =0, es decir de lo
cerca 0 leios gue se encusntre del valor dptimo (proce-
dimiento @),

~ la galidad de la cota (i) {(procedimiento k),

En algunas circunstancias el ndamero de vértices gue aparscen
en las listes pusde superar los limites raronables, padisan-
dose recuwrrir a su reduccion mediante una ventana.

4.2, Ubilizacidn de una ventana

i el mdmeroc de vértices de ABIERTOS de un nivel. cual guiera

Fotes e ooeny 5330s eees svrne vovre brive

Bolo limitamos & un cierto valor H (ancho de la ventana) por
razones de tiempo o tamafo de memoria el procedimiento pueds
transformarse  en hewrdistico al no garantizar el aptimo. La
regla adicional consistird en contar los vértices de nivel k
gituados en ABIERTOS. En el momento en gque hayva H y proceda
escribir  uno nueveo FABE S5.735.3) se eliminara aqueél de los
H+1 cuyo valor v(i) + cd(j) sea el psor (nayor) . Esta elimi-
mact on, dacdo gque trabajamos con cotas, introduce incertiduam-
e en el édto del procedimiento va gue puede impedir gue
hallemos el camino dptimo al privarnos de un vértice por
donde #ste pasa, vértice gue comparado con obtros de su nivel




o parecia de los mas favorecidos. Los fracasos por  dicha
causa del procedimiento pueden adoptar dos formas: alcangar
wr valor de viI8) definiendo un caming desde E gue no sean ni
el valor ni el camine dptimos, o bien llegsar & un nivel k
vacio de vértices (debido a las sucesivas eliminaciones) lo
gue  conduce & la conclusion de gue el mejor valor conocido
continua siendo 20, no siendo éste el dptimo. En el priner
caso gl fracaso es relativo yva que v(B) < 20,  Una forma més
frustante de la incertidumbre gue puede introducir una  ven-
tana, comin con otros procedimientos, es la de permitirnos
chtener &l wvalor dptimo sin gue dispongamos de  argumentos
para garantizar que lo es.

Denominaremos  =14{k) el mejor valor (menor) de los vértices
eliminados a causa de la ventarma al nivel k, vy zl1 al minimp
e todos ellos.

Teorema — S5 aplicamos ] procedimiento BDF con una ventana
de  anchuwra H y alcanzanos el valor vI(8) s&in que hava
tarido que eliminarse ningan vértice a causa de la

vantana o tal gues
vy o=zl

vi8) es el valor dptimo v el camino DthHLdm con los
punteros es un camino dptimo.

chgggLag - 8i en las condiciones anteriores v{8B) > =zl la
separaci dn maxima de v{(8) respecto al valor éptimo es

vifd) — zl. (En cualguier caso si alcanzamos dicho valor

v {8) L w0y constituye wna solucidn heurdstica mejor

gue  la disponible anteriormente con la que podemos
reiniciar el procesn).

Te BENMERALTZACTIONES

Lasg limitaciones mas importantes impuestas han sido las relativas

a la forma del grafo (gl, g2, g3. Es posible relajar gl vy g3
Los  comentarios que siguen no pretenden alcanzar una formaliza-
i 6n estrricta sino  seffalar  algunas  lineas para futuros

desarrollos.

K1 — &1 las valoraciones son sobre los vértices o a la ve sobre
los arcos v los vértices anicamente deben alt&rarﬁm los
valores ali,j) en consecusncia,

R2 — 81 todos los caminos entre E v 8§ no tienen &l mismo namero
de  arcos es posible establecer niveles pero todos los
siguwientes inmediatos de un vértice de nivel k no  deberan
encontrarse forzosamente en @l nivel k+ly esto posiblemente
complicard la uwbtilizacidn de la ventana, cuya anchura deberd
relacionarse  con el total de vértices en ARBRIERTOS v no  oon
el  total de vértices de uan nivel dado en AR TOSB, pero el
procedimiento a uwtilizar pueds ser esencialmente el mismo,




81 el grafo pueds tensr circuwitos (de valor no negativo  en
casc de buscar un minimo) no podemos establecer una olasifi-
cacidn por niveles de los vértices v la estrategie de explo-
racidn es  wn elemento oritico. Un vértice puede sufrir
alteraciones (en su valor y en su puntero) despuds de haber
generadm aus siguientes inmediatos por lo gue tanto ARBIERTOB
SADOS (v eliminados) son provisionales, 1o gue exige
puntermw con doble direccidny si un vértice es resevaluado en
el proceso de propagacion sus siguientes deben ser regengra—
dos, pues es posible gque alguno haya sido eliminado. El
algoritmo no  termina hasta que 8 ha sido evaluado v Lodos
los vértices han pasado a CERRAROS (o han sido sliminados).
l.a wtilizacidon de ventanas es mas delicada, pudiendose en-
plear wuna para =21 conjunto ARIERTOS mas CERRADOES. (Hi es
posible conocer cuando un vértice estd definitivamente
m@rradm puem BLIG precadwnte% no puedun mmdi{icarﬁe mas, HSera




6.- UTILIZACION DE LA BDP ("BOUNDED DYNAMIC PROGRAMMING").

La Programacidén Dindmica (DP) v el branch-and-bound (B&B)
son dos procedimientos muy generales de optimizacidn para
problemas combinatorios. En IBARAKI se pone de manifiesto lag
relaciones entre ambos: ciertos esquemas de aplicacidén del
branch-and-bound generan grafos gque coinciden con los que
podrian obtenerse mediante la DP y, por otra parte, cabe la
posibilidad de utilizar cotas en un esquema de Programaciodn
Dindmica; en cierto modo, pues, la DP y el B&B pueden
considerarse como casos prarticulares de un tipo de
prrocedimiento mds general. Esta observacidén es interesante
conceptualmente pero no sugiere inmediatamente consecuencias
de orden préactico.

La utilizacidén de cotas en un esquema de PD no es wuna idea
nueva. En MORIN-MARSTEN se describe este enfoque v su
aplicacién al TSP y a un problema de la mochila no lineal
("nonlinear knapsack problem”) v los mismos autores (en
MARSTEN-MORIN) generalizan el procedimiento, al que denominan
hibrido {("hybrid approach”). Mas reclenbtemente (en CARRAWAY-
SCHMIDT), siguiendo las ideas expuestas en MORIN-MARSTEN se
introducen cotas en un esquema de PD propuesto en NEMHAUSER-
ULIMANN para resolver un problema de asignacién de recursos a

proyectos interdependientes. En todos los casos,
evidentemente, el uso de cotas permite eliminar vértices por
lo cual, dada una cierta disponibilidad de memoria, es
factible resolver problemas de dimensiones algo mayvores; no
obstante, en problemas en que el nimero de vértices crece
exponencialmente con la dimensién de los ejemplares, el
aumento de las dimensiones tratables es reducido v, en

definitiva, la programacidén dindmica, con cotas o sin ellas,
s561lo permite resolver problemas de pequefias dimensiones (por
ejemplo, en CARRAWAY-SCHMIDT se da cuenta de la resolucidn de
ejemplares del problema con no més de 12 proyectos).

La consideracién explicita de la- limitacidén en la
disponibilidad de memoria permite resolver problemas de
grandes dimensiones, sin renunciar a priori a la posibilidad
de obtener el Optimo vy de tener la certeza de gue ha sido
alcanzado. Al procedimiento basado en la utilizacién de cotas
en un esguema de programacidén dindmica y con un tratamiento
gue tiene en cuenta la limitacidn en el ntmero de vértices del
grafo que se puede almacenar lo hemos denominado Programacidn
Dinamica Acotada (BDP); el hecho de dar un nombre propio al
procedimiento parte de la conocida observacién segiin la cual
algo «gque no tiene nombre es innombrable v por tanto no existe
a fines practicos: es decir, el hecho de gque un procedimiento
tenga un nombre facilita gqgue sea tenido en cuenta como un
elemento en la caja de herramientas del "problem solver'.
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